Kochs Kurve

Jacob Nielsen

Kurven er oprindelig praesenteret af den svenske
matematiker Helge von Koch i 1904 som et eksempel
pa en kurve, der ikke har en tangent i noget punkt.

Kurven konstrueres iterativt - det vil sige ved at
gentage en fast procedure. Forst konstrueres en
ligesidet trekant. En ny ligesidet trekant konstrueres
pa hver af den oprindelige trekants sider. Den nye
trekant har den midterste tredjedel af den oprindelige
trekants side som den ene side.

Vi skal nedenfor regne pa, hvordan kurvens lengde
vokser, nér skalaen geres mindre. Med skala menes i denne forbindelse sidelengden i den
mindste trekant.
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| hvert trin af den iterative konstruktion forleenges
sidel&engden med en faktor 4/3. Efter et trin bestar
en side nu af fire stykker, som den forgaende side
havde tre af.
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Lezengden af kurven er i ferste trin 3, naeste trin 3*— >—/\—<
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= 4, naeste trin igen 4*— osv.
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Hvis vi seetter farste skala lig med en, sa bliver
felgen af skalaer:
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Lzengden af kurven er i forste trin 3, neaeste trin 3*—=
3
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4, naaste trin igen 4*— osv.
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Vi skal nu undersege den funktion, der beskriver la2angden som funktion af skalaen s
nzrmere. Fra forgaende side har vi:

L(1) = 3

L) =4
3
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Felgen af la2ngder, der fremkommer i denne iterative proces er opskrevet i tabellen
pa naeste side og afbildet i diagrammet nedenfor. Den dobbeltlogaritmiske afbilding
bliver med god tilnrmelse en ret linje, sa L(s) ma veere en potensfunktion.

L(s) = b*s?
log(L(s)) = a*log(s) +b

Potensen a er saledes haldningen af linjen i det dobbeltlogaritmiske plot. Linezer
regression giver:

a = -0,26186|
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Den fraktale dimension D er defineret ved, at a=1-D.
Nu beregnes den teoretiske veerdi af D.

En potensfunktion har egenskaben:
f(k*x) = b*(kx)? = b*x T *k? = k7 *f(x)

| vores eksempel er k = 1/3 og k9= 4/3
Vi far altsa ligningen:|
1\9 log(4/3
(—) =4/3 = a-= M = -0,26186
3 log(1/3)
Det stemmer fint med vores tidligere beregninger.
a=-026186ra=1-D=D=1-a=1-(-0,26186) = 1,26186.
Normalt tager vi ikke hensyn til, at l=ngden af en kurve afhanger af skalaen. | dette
tilfaelde gaelder der:
L(s) = konstant. = L(s)=k*s1 9=k s ?=1o1-D=0oD=1
Vi plejer ogsa at sige, at dimensionen af en kurve er en.
Kochs kurve har altsa en dimension, der er sterre en dimensionen af almindelige kurver men

mindre end dimensionen af af et areal, der er lig med to. Kurvens leengde vokser, nar skalaen
gores mindre, men kurven fér aldrig et areal forskelligt fra nul.



